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1 Numeri complessi

(a,b)+ (a,b") = (a+d,b+Db) (a,b) - (c,d) = (ac—bd,ad+ bc)
z=(x,y) = x+iy (coni? = —1)

X = pcosd
y = psind

p=12 = V)2+y?
& = eR¥(cosInz+isining)
pe? = p(cosd +isin®) = €% =cosY+isind
Sianow,z € C, w" = z. Datoz= pe”? allora conk =0,...,n— 1, gli n numeriw dati da

9 + 2k

Wk = rei¢k7 r= \ryﬁa ¢k = n

sono tutte radici n-esime di

2 Funzioni e domini

<E) : kl(nnil—k)' b= kio <E> i

. pari sef (—x) = f(x)
" | dispari  sef (—x) = —f(x).

Sviluppo con esponenziale delle funzioni trigonometriche:

eiz + e—iz eiz o e—iz eiz . e—iz eiz + e—iz
COSZ = sinz= . tanz= ——— cotz=i— .
2i i(eZ2+e?) €z—ez
&+e? ) &—¢e* e&—¢e? &+e?
coshz = sinhz= tanhz = cothz=
2 e€+e’ e—e?



Domini delle funzioni:

cosx: R — [-1,1] arccox: [—1,1] — [0, 11
sinx: R — [—1,1] arcsinx: [-1,1] — [-7, 7]
tanx: R\{3m+kmvke Z} =R arctarx: R —]— I, 7|
cotx: R\{kmvke Z} — R arcco : R —]0,1q
€ :R —]0,+oo| logx:]0,+oo[— R
X = —Xx sex<O0
Ix  sex>o0.

, |X| -1 sex<O0
sighx = — =
X 1 sex>0.

f* =maxf,0) f~ =max—f,0)

2.1 Proprieta delle funzioni trigopnometriche
COS—X = COSX sin—x = —sinx
sin(Tt/2 — x) = cosx cog11/2 — X) = sinx
cogz+sirfz=1 = cosz=+V1-sirfz = sinz=+\/1-codz

cosfz—sintfz=1 = costz= i\/m = sinhz=4++/cosifz—1
coga+fB) =cosocosB—sinasinB = coga —B) = cosu cos+ sina sin
sin(a +B) =sinacos+cosasinB = sin(a — ) = sina cos — cosa sinf
Sin2 = 2siNXCOSX ~ COS X = COS X — SirX
sinh = 2sinhxcoshx ~ cosh X = cost x+ sint? x
a+B oa-P

COS——
2 2

sina +sinf = 2sin

1 =
arctarx -+ arctan)—( = > Vx>0

/14 cosX . /1—sin2
COX=+{/ ——— SINX=4+4{/ ——
2 2
Cosh(:jﬂ/%;(—i—l SinhX:iﬂsmh#'

settcoshk = log(x+ /x> — 1) settsintk = log(x+ /X% + 1)



2.2 Proprieta della funzione logaritmo
Siaa* = b, allorax = log, b (cona> 0,b > 0).
loga X+ 109,y = 10g,(Xy)
log,Xx—log,y = Ioga;—(,

klog,x = log, X
log,1=0 log,a=1

log, X . .
log,x = —2 cambiamento di base
O log, b ( )
3 Limiti
Limiti notevoli:
) ayn . n oan
lim <1+—> =& lim — =0 lim — =0 (vaeR)
n—+-o00 n n—+oo NN n—+o Nl
. Sinx . tanx . l—-cosx 1
im — =1 im —=1 lim > = —
x—0t X x—0+t X x—0t X 2
. logx . log(1+x . logn
lim 29X _g lim M:l lim 29N _g (Va > 0)
x—0t X x—07+ X n—+ew N4
) 1 ,
lim <1+—> =e lim (1+x)% =e
x—0t X x—0t
. .ef=1 . @
lim xlog|x| =0 lim —— =1 lim — =+
x—0t x—0t X n—+o N
Velocita dinconn — +-o0:
1: n"
2: n
3: a conn>1
4: nK conk > 0
5: (logn)® conB>0

Sostituzioni di funzioni pex — 0:
SinX ~ X cosx~ 1 tanx ~ X
sinhx ~ x coshx~ 1

e—1~x log(1+x) ~ X
Definizione dio piccola

f= — lim ——= =0.
0(g) perx XO(E)Xmeogx) 0

f(x)
(

Dalla definizione si hanno:

0(g) +o(g) =0(g), o(cg)=0(g), o(g+o(g))=o0(g), o(f)o(g)=o(fg).



4 Serie

Serie fondamentali:

g-v 2
!
B Z'con|z <1
1-z n;
00 Z2n 0 Z2n+1
cosz= Y (-1)" sinz=Y (-1)"
& (2n)! & (2n+1)!
co Z2n 0 Z2n+1
coshz = 2 (o sinhz= n; Zn 1)
T
Iog(1+x)fZ( 1) - per l<x<1

X2n—~-1

per—1<x<1

n
arctarx = 1"
n;( ) 2n+1

Serie armonica generalizzata:

o 1 Jconverge pea>1
zl n“ " |diverge pem <1.

n=

Serie geometrica:
- converge pefz <1
Z}z” :qdiverge pefz >1loz=1
"= oscilla  perjz=1ez#1.



5 Derivate

Derivate fondamentali:
f(x+h)— f(x)

Df:rllano h
Df(g) = f'(9)d
Dfg=f'g+fg
'y £ /
pf_fofg _ p1_ ¢
g g g g
Dc=0

Dx"=nx"1 = Dx=1

D |x| = signx Dsignx=0

-

D cosx = —sinx Darccox = —

. ) l\/17x2
Dsinx = colsx Darcsink = \/F
Dtanx = % 1-+tartx Darctark = =
Dcotx = 7S!n2X:—1—cotzx Darcco1x:—ml
Dcpshx: sinhx Dsettcpslx: _i/ﬁ
D sinhx = coshx Dsettsinlx = T
Dtantx = —L~ —1—tanifx  Dsetttankx = 1,

D cothx = —% =1—coti’x Dsettcothx=—-L1,
sinhF x 1+x

X

6 Integrali

Integrazione per parti:

[ 1ot = (1B - [ 0ot

Integrazione per sostituzione:

[ t00ae= [ rompeat
¢(a) a



Sostituzioni utili:

/ f(&)dx

/ )—1(f(logx)dx

/ f (sinx, cos)dx

/ f (tanx)dx

/ V1 x2dx, / ﬁdx
/ V52— 1dx, / %dx

Integrali immediati:

&=t
logx =t
tanX =t
5=
tanx =t
X= sint
X= sinht

X= cosh

/f/(x)dx:logf(x)Hc

()

f
/ ) dx=+/f(X)+cC

2/ f(X)
[ 100 () dx=

Integrali impropri fondamentali:

(f(x)**
a+1
/ef(x) f'(x)dx=ef™ +¢c

+C



7 Polinomi di Taylor

Formula diTaylor con il resto di Pearno

(x—a)*+o(x—a)" perx— a.

Sviluppi in serie di Taylor di funzioni fondamentali:

Xy X2 %3
expx_n;E— tXt ottt
15

= ;x”: 1+ XEX+ X+

n=

© x2n X2 xt X8
COSX = —1)" 1242 2 4.
= (=1) (2n)! 2! +4! 6! +
% 2n+1 B 8 7
sinx = D) x4
=2 ) ey E e At
©  x X2 xt X8
©  yonil B3 38 ¥
h J— — I
sinfx= v *Tates A
00 n 2 3
_ o n+1x__ _X_ X__g
|Og(1+X)—Z( 1) =X+ 7+
il B3 38 ¥

n=1
arctarx = -1 =X—
2V i 3t 57

1, 2
IV DA
tanx X+3 +15 +

8 Equazioni differenziali

8.1 Equazioni differenziali del primo ordine

Dato il problema di Cauchy
{ U +a(t)u=b(t)

U(to) = Up
la soluzione e data da

u(t) = e A [uo+ te'A(S)b(s)ds} conA(t):/t a(s)ds

to to



8.2 Equazioni differenziali del secondo ordine

Data I'equazione omogenea
u’+au +bu=0 (1)

€ necessario risolvere I'equazione caratteristica

Z+az+b=0

trovando le radicg; e z,. Si hanno tre casi:

1.z =A—i,zz=A+ip(conp+£ 0). Le soluzioni del'equazione sono le funzioni della
forma
e (cysin(ut) + cy cog t));

2. 71,72, € R,z1 # 7,. Le soluzioni sono le funzioni della forma

cre”t + et

3. z1 =2, = A € R. Le soluzioni sono della forma

e (cit+cp).

Nel caso si abbia un’equazione non omogenea del tipo:
u’+au +bu=P(t)e" sin(Bt) oppure u’+au +bu=P(t)e" cogpt) 2)

(conP polinomio di gradon). Si considera allora il numero complesse- a +i3. Si hanno
tre casi:

1. € non & soluzione dell’equazione caratteristi€a az+ b = 0 (ovveroe®! sin(ft) non &
soluzione di (1)). In questo caso si cerca una soluzione del tipo

w(t) = €"(Qu(t) cos(Bt) + Q2(t) sin(Bt)),
conQ e Q2 polinomi di gradon da determinarsi sostituenaoin (2);
2. & e radice caratteristica di molteplicita 1. Allora si cerca una soluzione del tipo
w(t) =te™(Qq(t) cog(Bt) + Qa(t) sin(Bt)),
conQ e Q polinomi di gradon da determinarsi come sopra;

3. ¢ e radice caratteristica di molteplicita 2. In questo caso deve eBser@. Allora si
cerca una soluzione del tipo
w(t) = t?Q(t)e™

conQ polinomio di gradan da determinarsi come sopra.



9 Studio di funzione

1. Studio di dominio. Osservare $e pari, dispari, periodica.
2. Calcolare i limiti agli estremi del dominio.
3. Determinare gli eventuali asintoti.

(a) Asintoti orizzontali. Séimy_,.. f(X) =1 alloray = | & asintoto orizzontale.
(b) Asintoti verticali. Siaxg ¢ domf. Se

° Iimx_,xa = 0]

o lim, s = o,

allorax = xg € asintoto verticale.

(c) Asintoti obliqui. Se

o limy_ 1o f(X) = doo;
@ =mconme Rem=#0;
e limy_ .o f(X)—mx=gqgcongeR,

[ ] |imxﬁ+w

alloray = mx+ g € asintoto obliquo.

4. Determinare la derivatél(x) e domf’(x) (ricordando che dorff C domf); studiare il
segno della derivata prima, determinando gli intervalli di monotonia.

5. Determinare i punti notevoli:

(a) Punti di minimo e massimo relativo;
(b) Punti di non derivabilita:

e Punti angolosi. Sé é continua inx, se f) (Xp) esistono e sono diverse e se
almeno una di esse é finitg &€ detto punto angoloso.
e Cuspidi.
e Flessi a tangenti verticali.
(c) Punti di discontinuita (punti di salto, discontinuita eliminabili).

6. Determinare la derivatfl’(x); studiare la convessit&) e concavitan) (sef” > 0 si ha
convessita; sé” < 0 si ha concavita).



